FMC2, 2023.1 Prova IEA.3
(Turma N12 do Thanos) (points: 37; bonus: 0°; time: 48’)

Nome: Odvoc Gabarito

2023-07-05
Regras:
I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.

II. Nenhuma consulta de qualquer forma.

ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.)et

IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. (Vz)[Colar(z) = —Passar(z, FMC2)].2
VI. Responda dentro das caixas indicadas.
VII. Escreva teu nome em cada folha de rascunho extra dntes de usd-la.

VIII. Nenhuma prova seré aceita depois do fim do tempo~—mesmo se for atraso de 1 segundo.

Esclarecimento. Escreva suas demonstragoes e defini¢oessem linguagem “high-level” sem comprom-
eter rigor, clareza, e corretude. Escreva em texto compilével em portugués matematico, sem depender
de conhecimento de girias matematicas.

Presente. Para esta prova consideramos que’teu leitor—e tu—conhecem bem teoria dos gru-
pos. Tudo que definimos/demonstrames sobre grupos é considerado conhecido e utilizavel sem
definir/demonstrar.

Definigao 1. Fixe R = (R;+,0, —;%1) am anel. Um R-médulo (esquerdo) é um grupo abeliano
§ = (G;®,0,5) munido com uma operacao (+) : R x G — G que é compativel com as estruturas, i.e.:
(i) para todo r € R, (r-) : G —¢G éuam endomorfismo de grupos:
r-(@eov)=r-udr-v; r-0=0; re(6u) =o(r-u);
(ii) para todo u € G, ( )R — G é um homomorfismo da parte aditiva do R para o G:
(r+s)u=r-u®ds-u; 0-u=0; (—r)cu=6(r-u);
(iii) “associatividade” e “identidade”
(rs)u=r-(s-u); 1-u=mu.
Um sabio disse: Pensando na currificagio R x G — G =2 R — (G — G), podemos considerar
que um R-mddulo G, ganha, além da sua estrutura de grupo abeliano, uma R-familia de operacies
undrias, uma para cada r € R. Em vez de vé-lo como (G;-), podemos vé-lo como (G ; ((r+))rer)-
Defini¢do 2. Sejam R um anel e a € R. Definimos: a é um L-zero-divisor <= (3b # 0) [ab = 0].
Definigao 3. Sejam R um anel e u € R. Chamamos o u de L-unit sse existe v tal que uwv = 1; de

R-unit sse existe v tal que vu = 1; e de unit (ou invertivel) sse u é L-unit e R-unit. (Obs: o conjunto
de todos os units de R forma um grupo com a multiplicagdo do R, que denotamos por R*.)

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.
2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.
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Escolha exatamente uma das R1, R2.

R1. Sejam R anel e a € R. Logo a néo é um L-zero-divisor sse (a - ) ¢ injetiva.
R2. Sejam R anel e u € R. Logo u é um R-unit sse ( - u) é sobrejetiva.

DEMONSTRAGAO DE AMBAS .

R1. (=
a escolha de b.

R2. (=

Demonstrarei que (- v) é uma segao da ( - u).
Seja r € R.

Calculamos: ((-u)o (-v))r=(-u)(rv) =
(<) Seja v tal que (-u)v =1,

) Sejam b, ¢ tais que ab = ac. Logo ab — ac = 0. Logo a(b—¢) = 0. Logo b — ¢ = 0. Logo b = c.
<) deja tal que ab = 0. Mas a0 = 0 também, e logo b = 0 (pela injetividade da (a
Seja b # 0 tal b=0. Mas a0 =0 b logo b = 0 (pela injetividade d

) Seja v tal que vu = 1. Para mostrar que (- u) é sobrejetiva basta achar uma se¢ao dela.

(rv)u =r(vu) =rl =r.
ou seja vu = 1, e logo v é um R-unit.

-)) contradizendo

1 Escolha exatamente uma das 11,12.

Seja ¢ : R — 8§ um homomorfismo de aneis.
I1. ker ¢ é um ideal de R.

I2. ¢ reflete os ideais, i.e., que para todo ideal J de 8, ¢~ ![J] é um ideal de R.

DEMONSTRAGAO DE AMBAS .

I1. Ja temos ker ¢ < (R; 4,0,
Sejam r € R, k € ker ¢. Calculamos: ¢(rk) =

I2. Seja J ideal de 8.

(ii) Sejam 4,4’ € R tais que pi = 0g = @1’
Calculamos: p(i —1i') = (¢i) —
(iii) Sejam 7 € Re i € p 1[J].
Calculamos: ¢(ri) =

—) e logo basta mostrar que ker ¢ absorve as multiplicagoes.
(¢or) (k) =
ALTERNATIVAMENTE: Imediato pela I2 tomando J := {0s}.

Basta mostrar que ¢~ 1[J]: (i) é habitado; (ii) é fechado pela subtracio; (iii) absorve a multiplicagao.
(i) Como ¢ 0 = 0g, logo Or € ¢~ *[J] e logo & habitado.

(pi') € J pois J & ideal e logo i — i’ € [ J].

(pr)(pi) € J pois pi € J e J absorve multiplica¢oes no 8.

(¢r)0s = Os.

M

M1. Defina homomorfismo entre R-modulos.
DEFINICAO.

© respeita todos os (r-): o(r-u) =7r-(pu).

Sejam G, H R-moddulos. Uma fungao ¢ : G — H é um homomorfismo sse:
© € um homomorfismo do grupo abeliano G para o grupo abeliano H [basta: ¢ (udgv) =

(pu)@m (po);

M2. Adivinha uma tdnica “equagao” que serviria como
critério de homomorfismo entre R-moédulos. Escreva
essa equacgao estilo point-free, e a acompanhe com o
diagrama comutativo correspondente.
EQUAQAO E DIAGRAMA COMUTATIVO.

M3. Considerando como objetos os R-moddulos e
como setas teus homomorfismos do M1, verifique que
eles formam uma categoria, onde identidades sao as
identidades e composi¢oes as composi¢coes—duh!
VERIFICAGAO.

(Vu,v € 9) [@((r-u) @ (s-v)) = (r
po(®a)o((r:)x(s:)) =

Gxa _"XC) L ava

Joce o

“(pu) @ (s (pv))]

(@m)o((r:) x(s:)e(pxe)

(®G) G

Basta verificar que identidades sdo homos e que composicao
de homos é homo. A M1.(i) ja verificamos (Grp) A M1.(ii):

id P
G—>H—>K

G — G

id (r - u) (poyp)(r-u)

=r- (idu). = (v (r-w)
w(r-(Yu))
(e (Yu))
- ((poy)u).

Obs: aqui “pontos” sdo apenas os habitantes do nosso mundinho (§), ndo os rzinhos do R.

S6 isso mesmo.
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