FMC2, 2023.1 Prova 3.2
(Turma N12 do Thanos) (points: 45; bonus: 0°; time: 84’)

Nome: Odvoc Gabarito

2023-006-05
Regras:
I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. (Vz)[Colar(r) = —Passar(z, FMC2)].2
VI. Responda dentro das caixas indicadas.
VII. Escreva teu nome em cada folha de rascunho extra antes de usd-la.
VIII. Nenhuma prova seré aceita depois do fim do tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.
IX. Escolha exatamente 2 das C,H,D, S:3

Esclarecimento. Escreva suas demonstragoes e definigdes em linguagem “high-level” sem comprom-
eter rigor, clareza, e corretude. Escreva emtexto compilavel em portugués matematico, sem depender
de conhecimento de girias matematicas. (Podes utilizar girias sim—¢ bom!—mas o texto das definigoes
precisa compilar até para quem nao asconhece.)

Presente. Na tua demonstracaorde Xn podes considerar demonstrados os teoremas Xi com i < n.

Lembrete. Nas aulas'demonstramos que, para certos subgrupos H < G, as relagoes de equivaléncia
(Ry) e (Ly) sdofcongruéncias—tais subgrupos acabamos chamando de subgrupos normais. Uma
outra relagao de equivaléncia que definimos para qualquer grupo G foi a (=) de conjuga, definida pela

Ty S5 (HQEG)[:c:gygfl].

Suas classes de equivaléncia chamamos de classes de conjugagao. Denotamos por Cls(a) a classe de
conjugacao de a:
def
Cls(a) = [a](x) ={9€G | amg}.

Definigao. Um monéide .# é um conjunto estruturado .# = (M ; -,e) onde
() MxM-—M e: M

tal que: (M-ass) a (+) é associativa; (M-id) e é uma (-)-identidade.

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.
2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.
3Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).
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C Escolha exatamente uma das C1,C2,C3, C4.

Seja G um grupo.

C1. Cls(e) = {e}.

C2. G abeliano sse toda classe de conjugagao de G é singleton.

C3. Todo membro a € G conjuga com todos os seus conjugados: (Va,g € G) [a ~ gag~! ]
C4. (=) ¢ uma congruéncia sse G ¢ abeliano.

DEMONSTRACAO DE

Cl. Como e = e (reflexividade da (=)), logo C4. Pela C2, basta mostrar que (/) é uma con-
e € Cls(e). Agora seja = tal que e = z, e logo gruéncia sse toda classe de conjugagao ¢ singleton.
x =~ e (simetria da (=)). Logo seja g tal que (=) Sejam u,v da mesma classe de conjugacao, ou
r=geg l=gg ' =e. seja, u~ v (1,
Também temos v~ ! ~ v tu~! (v_l)_l () pela C3.
Como (/) é uma congruéncia, pelas (1) e (2), temos
C2. (=) Pela reflexividade da (=) cada classe
de conjugacgao é habitada, logo basta mostrar que wu~ ) v(vflufl(yfl)_l),
quaisquer membros da mesma classe sao iguais. Se-

. . . e logo: e~ u o
jam wu,v tais que u &~ v, e logo seja g tal que
Ab
u=gug ! (4r) g9 v =ev =v. Pela C1, segue que u~'v = e, e logo u = v.
(<) Pela hipotese, basta mostrar que ab = ba. (<) (op)-compatibilidade.
Realmente: ab = abe = ab(aa™!) = a(ba)a™t. Sejam a, b, u,v tais que a ~ u e b ~ v.

Pela hipotese temos a = u e b = v, e agora é ime-
diato que ab ~ uwv, pela reflexividade da (=). (id)-
C3. Sejam a,g € G tais que a = gag™"'. Preciso compatibilidade. Imediata pela reflexividade.
a ~ gag~*', que segue pela reflexividade da (). (inv)-compatibilidade.
Sejam a ~ b, e logo seja g tal que a = ghg !
Logo a™! = (gfl)_lbflg’1 elogoa t~bt.
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HO. Como definirias o que significa homomorfismo de monoides?
DEFINICAO.

Sejam A = (M ; a1, 107), A = (N ; -y, 1x) monoides e ¢ : M — N fungao.
Chamamos a ¢ de homomorfismo sse ¢ respeita a operagao e a identidade, i.e.:
(i) para todo m,m’ € M, @ (m-pym') = (em) N (pm'); (i) ¢ 1as = 1n.

H1. Desenhe o(s) diagramaf(s) H2. Demonstre o seguinte critérion.

cuja comutatividade significa que Sejam ., .4 mondides e ¢ : M — N uma funcao. Logo:
o : .M — A ¢ um homomorfismo. ¢ homomorfismo se ¢ é sobrejetiva e respeita a operacao.
DIAGRAMAS. DEMONSTRAGAO.

MxM—%% L, NxN Preciso mostrar que ¢ respeita a identidade: ¢ 137 = 1n.

Seja my € M tal que my —r 1n. Calculamos:
(mr) (~)

ply = (plu)ln (A" (id))
M z N = (pla)(pm) (pela escolha de my)
= ¢ (Iyma) (¢ resp. op.)
1 =pm (-« .(id))
= 1n. (pela escolha de my)
Azx. 1 Az.1n
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D Escolha exatamente uma das D1,D2,D3, D4.

D1. Sejam H, K subgrupos de um grupo G. Logo HK = KH — HK <(G.
D2. Seja ¢ : &/ — 9 homomorfismo de grupos. Logo ker ¢ < .

D3. Seja ¢ : &f — % homomorfismo de grupos. Logo imp < 4.

D4. Seja ¢ : &/ — % homomorfismo de grupos. Logo ¢ preserve a (=2).

DEMONSTRACAO DE

D1. Sejam hi,ho € H e ki,kos € K. Basta
verificar que (hyky)(hoks) ' € HK. Calculamos:

(hlkl)(hgkg)il = hlklk‘g_lhg_l (*:) hlhgk‘ghghg_l‘
(*): Como kiks *hy ! € KH = HK, logo sejam
hs € H e ks € K tais que kiko “ha ' = hsks.

D3. Como e € imgp, logo imy habitado; basta
utilizar o one-test. Sejam wu,v € A. Preciso
(pu)(pv)”" € imp. Calculamos: (pu)(pv) " =
(pu)(p (™)) =p(w™) € imp.

D4. Sejam u ~ v. Logo seja g tal que v = gvg~".
Logo pu = ¢(gug™") = (pg)(pv)(p(g™!)) =
(pg)(pv)(pg)”

D2. Obviamente ker ¢ C A.

PARTE ker ¢ < A.

Como gpeq = ey, logo ker ¢ habitado e assim basta
utilizar o one-test: Sejam k,¢ € kerp. (Preciso
kl=1 € kerp.) Temos: ¢ (k1) = (pk)(pl™1) =
ep(p () =(p(t7) = (p) " =ep~! =ep.
PARTE ker ¢ < A.

Sejam k € ker ¢, a € A. Preciso aka™! € ker ¢.

¢ (aka™') = (pa)(pk)(p(a~!) = (pa)ep(p(a™)) 5
(pa)(p(a™) = (pa)(pa)™' =ep.

S Escolha exatamente uma das S2,S3,S4.

S0. Defina o que significa submonéide dum monoide.

DEFINIGAO.

Sejam A4 = (M ; -p7,157) um monoide e S C M.

(i) para quaisquer s,t € S, s-prt € S; (ii) 1y € S.

Chamamos o S de submondéide de .# sse S é fechado pela operagao e pela identidade, i.e.:

S1. Sejam .# monodide e A C . .

Defina o submonoéide gerado por A C M em duas maneiras: uma top-down e uma bottom-up.

DEFINIGAO DE (A)Y (TOP-DOWN).

DEFINIGAO DE (A), (BOTTOM-UP).

(A E\{H<M | H2A)

def

Ay & A (A), = 4,

def

An+1 = A"U{UU | U7U€A71,}U{1M}

S2. (A)Y < M. S3. (A),
DEMONSTRACAO DE

< M. S4. (A), = (A).

S2. Como (A)” foi definido como intersecio de sub-
monoides de M, obtemos (A)’ < M como corolario
imediato de (inter-submonoid).

S3. PARTE (id)-fechado.

Temos 1), € A1 = Ag U { . } @] {1M}

PARTE (op)-fechado.

Sejam z,y € (A),.

Logo sejam n,,n, € N tais que z € A4, ey € 4,,.
Seja n = max {n,, ny}.

Pelo (bu-monotone) temos A, , A, C A,.

Logo z,y € A,.

Logo zy € Apy1 = o, U{wv | w,v e A, U1y

S4. PARTE (A), C (A)". Seja z € (A),.

Logo seja n, tal que z € A, C (A)’, pelo (td-
contains-bu-stages), com n = n, e A’ := (A)’, ja
que A C (A) (intersecio de superconjuntos de A)
e (A)Y < M (pela S3).

PARTE (A), D (A)". Seja x € (A)".

Ou seja, x pertence a todos os submonoides de M
que contém o A. Logo basta verificar que (A4), é um
submonoide de M que contem o A.

Pela S3, ¢ um submonoide sim.

Para verificar que (A), D A, sejaa € A = Ay. Logo
acl, An=(4),.

S6 isso mesmo.




LEMMATA

(inter-submonoid).
A intersecao de submondides de um mondide M, é submonoide de M.

DEMONSTRACAO.
Seja 8 colecao de submonoides de M.
PARTE (8 ¢é (op)-fechado:
Sejam u,v € (8.
Seja S € 8.
Logou e S ewv e S, pela escolha dos u,v.
Logo uv € S, pois S é (-pr)-fechado como submonoide de M.
PARTE N8 ¢ (id)-fechado:
Seja S € 8.
Logo 1 € S, pois S é 1s-fechado como submondide de M.

(bu-monotone).
(VieN)(VneN)[A4; C A ].

DEMONSTRACAO.
Seja i € N.
Por inducao.
BASE: (Az - Ai+0)'
Imediato.
PASSO INDUTIVO.
Seja k tal que A; C Ajip.
Seja x € A;.
Logo = € A; 1, (pela H.L).
Logoxz € Ajip U{wv | u,v € Ajp JU{ly} = Ajigrr.

(td-contains-bu-stages).
(VneN)(VAC A <M)[A, C A].

DEMONSTRACAO.
Por inducad.
BASE.
Seja A’ tal que A C A’ < M.
Imediato pois Ag = A C A’
PASsSO INDUTIVO. Seja k tal que (VAC A" < M)[Ar C A'].
Seja A’ tal que A C A’ < M.
Preciso mostrar que A, 1 C A’
Seja x € Agiq1, ou seja, © € Ap U{wv | u,v € A }U {1}
Logo separamos em casos:
CAsO z € Ay.
Pela H.I. temos z € A'.
Caso z € {uv | u,v € Ay }.
Sejam u,v € Ay tais que z = uwv.
Logo, u,v € A’ (pela H.I.), e logo x = uv € A’ (pois A" é (-pr)-fechado).
Caso z € {1y}
Logo x = 1)y € A’ pois A" é 1j;-fechado.




