FMC2, 2022.2 Prova 3.1
(Turma T56 do Thanos) (points: 48; bonus: 0°; time: 48’)

Nome: Odvoc Gabarito

2022-12-07

Regras:

I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicagao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. (Vz)[Colar(r) = —Passar(z, FMC2)}.?
VI. Responda dentro das caixas indicadas.

VII. Escreva teu nome em cada folha de rascunho extra antes de usd-la.

VIII. Escolha até 2 dos A/B;C,D, E.3

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.
2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.
3Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



(12)

9)

(12)

A

Escolha exatamente um dos A1, A2.

A1l. Sejam G grupo e a,b € G.
Demonstre pelos axiomas que (ab)”' = b~ta"1.

A2. Sejam G grupo e H C G tais que H habitado e para quaisquer a,b € H, ab~' € H.
Demonstre: H < G.

DEMONSTRAGCAO DE

A1l. Calculamos
(ba™) (ab) L (b a ) a) b2 (7 (a'a)) b2 ()b (v )b Do,

onde usamos a (ass) nas (1), a (inv) nas (2), e a (id) na (3).
Como (ab)~'(ab) = e também, concluimos que (ab)" = b~'a~" pela (G-Res).

A2. Como H habitado, tome h € H.

Pela hipotese, hh™! € H, ou seja e € H.

Como e, h € H, de novo pela hipotese temos eh™! € H, ou seja h=' € H.
Temos entao que o H é fechado sob inversos.

Basta demonstrar que é fechado sob a operagao de G também:

tomando a,b € H, ganhamos a,b™! € H,

entao pela hipotese a(lfl)_1 € H, ou seja, ab € H.

1s) B

Sejam G grupo e H familia habitada de subgrupos de G. Demonstre que (H < G.
DEMONSTRACAO.

Como H é habitada, para demonstrar e € (|H basta mostrar que e pertence a todo
integrante da J{.

Seja H € K.

Como H < G, logo e € H.

Sejam a,b € [ H.

Preciso mostrar que ab™! € (K.

Entao seja H € H.

Basta mostrar que ab™! € H.

Pela escolha de a, temos a € H (V).

Pela escolha de b, temos b € H, e como H < G, temos b~! € H ¥ ((inv)-fechado).
Pelas (1),(2), como H é (op)-fechado, temos ab™! € H.




1s) C

Sejam G grupo e H, K < (G tais que HK < G. Demonstre: HK = KH.
DEMONSTRACAO.

(€): Tome x € HK. Preciso mostrar ©z € KH.
Como HK < G, logo 27t € HK.

Logo sejam h € H, k € K, tais que 2! = hk.
Logo z = (z71) " = (hk) ' = k*h~' € KH.

(2): Tome x € KH, logo sejam h € H e k € K tais que = = kh.
Logo k"' € Keh™' e H. Como HK < (G, logo basta demonstrar que x~* € HK (pois
isso implica z € HK também). Realmente, 2! = (kh) ™' = h k™' € HK.

24 D

(12) D1. Sejam A, B grupos e ¢ : A — B. Desenha trés diagramas cuja comutatividade significa
que ¢ é um homomorfismo.

RESPOSTA.
Ax A 22 Bx B A—25B 1
*Al l*B invAl lim}B Aw 'V Y OB
A—* B A2, B A—* B

(12) D2. Sejam A, B grupos e ¢ : A — B tal que ¢ respeita a operagao binaria do A.
Demonstre que ¢ ¢ um homomorfismo.
DEMONSTRACAO.

Falta demonstrar que ¢ respeita a identidade e os inversos.

@ RESPEITA A IDENTIDADE. ) RESPEITA OS INVERSOS.
Calculamos: Calculamos

pa)p(r) = p(a"'z)  (vesp. op.)
= p(ea) ((id) no B)
=ep (resp. id.)

plea)plea) = pleaca)  (resp. op)
=¢lea)  ((id) no A)

E como egp(eq) = p(ea) também, E como (¢(z)) " ¢(x) = e também,

logo p(ea) = ep pela (G-Res). logo p(z 1) = (p(x))" (pela (G-Res)).




24) E

Sejam grupos A, B e homomorfismo ¢ : A — B.
Demonstre que o kerp = {a € A | ¢ a = e} é um subgrupo normal do A..
DEMONSTRACAO.

SUBCONJUNTO. Imediato pela sua defini¢ao.

SUBGRUPO. Primeiramente observamos que ker ¢ # (): es € ker ¢, pois ¢ ¢ um homo-
morfismo e logo leva a ey para a eg. Usarei o critérion one-test. Sejam x,y € ker p.
Precisamos mostrar que xy~! € ker ¢, ou seja, que p(zy~!) = ep. Calculamos:

pley™) = p(x)e(y™) (# homo (oper.))
= () ()" (¢ homo (inv.))
= epleg) (z,y € ker o)
—ex. (def. (e5) ™)

NORMAL. Seja k € ker ¢ e tome a € A. Precisamos demonstrar que o a-conjugado de k
também esta no ker p: aka™! € ker ¢. Calculamos:

p(aka™) = p(a)p(k)p(a™") (¢ homo)
= go(a)eggp(a_l) (n € ker o)
=¢(a)p(a™) (def. ep)
= p(a)(p(a)) ™ (¢ homo)
=en (def. ((a) ™)

S6 isso mesmo.



LEMMATA




