FMC2, 2022.1 Prova 2.1
(Turma N34 do Thanos) (points: 32; bonus: 0°; time: 42’)

Nome: Odvoc Gabarito

2022-06-06

Regras:

I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
I1I. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. (Vz)[Colar(x) = —Passar(x, FMC2) ]2
VI. Use caneta para tuas respostas.
VII. Responda dentro das caixas indicadas.
VIII. Escreva teu nome em cadafolha de rascunho extra antes de usd-la.
IX. Entregue todas as folhas de rascunho extra, juntas com tua prova.
X. Nenhuma prova seré aceitardepois do fim do tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.

XI. Os pontos bénus podem ser usados para aumentar uma nota de qualquer unidade, dado
que a nota originalié pelo menos 5,0.3

XII. Escolhe até2.,dos I,J,K.*

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bonus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).
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Aqui deixe sem demonstrar que as fungdes que definiu tém as propriedades necessarias (bijetividade
para as =, e injetividade para as <.) ou seja: apenas defina corretamente. Na parte de verificagao
que teus contraexemplos sao validos mesmo, calcule o suficiente para deixar claras as #..

(12) I1. Sejam A, A’, B, B’ conjuntos tais que A =, A’ e B =. B’. Defina fun¢ées que mostram
as relagoes cardinais corretas, ou contraexemplos que mostram que nao tem como:

(i) AuB=.A"UB; (i) Ax B=¢ A’ x B; (v) AwB =, Ay B
(i) ANB=. A NB; (iv) (A— B)=. (A — B'); (vi) pA =, pA’
RESPOSTA.

(i)—(ii) Contraexemplos.
Sejam A =A"= B = {1} e B' = {2}. Logo

AUB ={1} #:{1,2} = A'U B} ANB={1} #0=A'NE.

Sobre as outras eu vou definir bije¢oes mesmo.
Como A=, A" e B=.B', logo sejam f: A~ A" e g: B—» B’. Defino:

fxg:AxBr» A x B Ap.gpfti(A— B)— (A = B);
f+g:AWB— A'WB; of 1A —» pA.

(4) I2. Sejam A, B,C conjuntos. Para uma das seguintes, defina fungao que a estabelece:
2) () (A= B) <c (4 x B);

(2) (i) (Ax B) = B) = (A= (B = C));

(4) (iii) (0,1] = (0,1).

RESPOSTA.

graph: (A — B) — p(A x B);
curry : (Ax B) = C) —» (A— (B—());

111
Az.if x € P then z/2 else x: (0,1] — (0,1); ondeP:{1,2,4,8,...}.
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(10) J1. Para qualquer conjunto A, A <. pA.
DEMONSTRACAO.

Preciso demonstrar duas coisas: (i) A <. pA; (ii) A #. pA.
O (i) é imediato pela fungao (a +— {a}).

Para o (ii) basta demonstrar que qualquer 7 : A — pA ndo é sobrejetiva.
Seja m: A — pA entao e considere o conjunto

D={deA|d¢nd}.

Como D € cod(r), basta demonstrar que D ¢ range(f).
Logo, para chegar numa contradigao, suponha D € range(f).
Logo sejat € A tal que mt = D.

Logo temos:

teD < té¢nmt (pela defini¢ao de D)
<~ t¢D. (pela escolha de t)

que é uma contradicao.

(6) J2. Definimos recursivamente a seqiiéncia de conjuntos: N, pN, poN, .. .:

TO — N
Tn+1 = an
Seja T, = U;’iOTi. Demonstre que T,, tem cardinalidade estritamente maior de qualquer um

dos conjuntos da seqiiéncia (73);.
DEMONSTRACAO.

Seja n € N. Temos:

T, <c Thi1 (pelo teorema de Cantor (J1))
<. T (pois Tn1 € To,)
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f
Sejam B —— (. Demonstre a equivaléncia:

f injetora <= f & (o)-cancelavel pela esquerda.

DEMONSTRAGAO.

(=): Suponha f injetora e sejam g,h: A — B com fog= foh.
Preciso demonstrar g = h.

Seja a € A.

Basta verificar g a = h a.

Como fog= foh,logo (fog)a= (foh)a.

Logo f (g a) = [ (ha).

Logo g a = h a.

(=): Suponha f (o)-cancelavel pela esquerda.
Preciso demonstrar que f é injetiva.

Sejam b, b’ € B tais que f b= f .

Basta demonstrar que b = b'.

Sejam b, : {x} — B definidas pelas

bx=1b bVx=1.

Vou confirmar que fob= fol/.
Basta verificar que concordam no tnico ponto do seu dominio; realmente:
(fobl)x=fBx)=Fb=fb=f(Fx=(fol) x.

Como f é (_0)—cancelével pela esquerda, concluimos que b=V, e
logo b x = %, ouseja b =1V

S6 isso mesmo.



