FMC2, 2020.1 Provinha 0
(Turma T344-N12 do Thanos) (points: 0; bonus: 0°; time: 66'+33")

Alunx: Profx:

19/02/2020

Instrucoes:

Modo aluno: Escreva teu nome no campo “Alun*” em cima, e use a mesma caneta para
responder em todos os problemas da prova.

No tempo determinado entregue tua prova para receber uma de outro aluno da turma.

Modo professor: Usando uma caneta de cor diferente daquela que teu aluno escolheu usar,
escreva teu nome no campo “Profx” em cima, e corrija sua prova. Nao escreva qual seria uma
resposta correta, apenas identifique os erros, dando uma curta explicagdo quando possivel.

Lembre-se:

Definicao 1.
Sejam a,b € Z. O a divide o b (escrevemos a | b) sse! existe ¢ € Z tal que aq = b.

Definicao 2.
Sejam a,b,m € Z. Escrevemos a = b (mod m) sse m | a — b.

Lescrevemos sse como uma abreviacao da frase se e somente se



A

Escreva uma definigao certa e formal (em portugués matemético) de “impar”.
Nao suponha que o leitor sabe o que é um nimero par.

DEFINICAO.

Seja n inteiro. Dizemos que n é impar sse existe inteiro k tal que n = 2k + 1.

B

B1. Demonstre ou refute a afirmacao:

para todo inteiro a, a | a.

DEMONSTRAGAO/REFUTAGAO.

Eu vou demonstrar a afirmacao.

Seja a inteiro. Como a -1 =a e 1 é inteiro, logo a | a.

B2. Demonstre ou refute a afirmacao:

para quaisquer inteiros a,b,c, sea|b eb|c, entdo a | c.

DEMONSTRAGAO/REFUTAGAO.

Eu vou demonstrar a afirmacao.

Sejam a,b,c € Z tais que a | b e b | c. Logo sejam u, v inteiros tais que au = b e bv = c.
Calculamos:

c=bv
= (au)v

= a(uv).

Como uv € Z, logo a | c.




B3. Quais (se tem) nimeros sao divisiveis por 07

tal que Ou = x. Logo z = 0.

Apenas o 0 € divisivel pelo 0, ou seja, para todo inteiro z, 0 | x sse x = 0.
DEMONSTRAGAO. Observe que realmente 0 é divisivel por 0, pois 0-42 = 0, e 42 é um
inteiro. Basta verificar o contrario. Suponha 0 | x para algum inteiro z. Logo seja u € Z

Quais (se tem) nimeros sao divisores de 07

Todos os inteiros sao divisores de 0.

DEMONSTRAGAO. Seja x inteiro. Como z-0=0e 0 € Z, logo x | 0.

C

Considere a funcao recursiva a : N2> — N definida pelas equacoes:

al0,z) =z+1
a(n+1,0) = a(n, 1)
an+1,z+1)=a(n,a(n+1,x)))

Demonstre que para todo = € N, a(1,z) = x + 2.

DEMONSTRAGAO.

Por indugao no x.
Base: «(1,0) =0+ 2. Calculamos:

a(1,0) = «(0,1)
=1+1
=2
=0+2

PASsO INDUTIVO.
Seja k € N tal que a1, k) =k + 2 (H.L).

Calculamos:

a(l,k+1) = a0,
(1

=

Vou demonstrar que a(1l,k+1) = (k+ 1)+

2.

(K3)
(pela (K1), com x := «(1,k))
(pela (H.I.))




D

Denotamos a operacao de concatenacao de strings por +. Dois alunos definiram com as

maneiras seguintes a “exponenciacao”:
(L1) ' =¢
(L2) s"=s""" 45

W

onde € é o string vazio “”, que satisfaz:

OSIE

"s =5+ " s

(Vs)[eHs=s=s+H¢€].

Demonstre por indugao que as duas defini¢oes sao equivalentes, ou seja, que para todo string
s etodon >0, s ="s. Cuidado: a operagao + ¢ associativa mas nao comutativa.

DEMONSTRACAO.

(E)

Seja s string.

Vamos demonstrar por inducao que para todo n € N, s = "s. Vamos primeiramente
verificar que para n = 0 e n = 1, realmente temos s" = "s.
BASE (n :=0). Calculamos: s° (L) (B o,
BASE (n:=1). Calculamos:
st =5"+s (def. s') s =s+"% (def. s)
=€+ (def. s%) =5+ (def. %)
= s. (E) = S. (E)
Logo s' = 1s.
PASSO INDUTIVO.
Seja k > 2 tal que sF1 = k-lg (HI) o k=2 — k=25 (H2) Yoy demonstrar que s* = Fs.
Calculamos:
sF =" s (L1)
=Fls 445 (HI1)
= (s +H %) 4+ (R2)
=(s+H ")+ s (HI2)
=5+ ("2 4 5) (Assoc.)
=5+ s"7! (L2)
=s+ "l (HI1)
= ks, (R2)

Sé isso mesmo.



