FMC2, 2019.1 Prova 1.3
(Turma N12 do Thanos) (points: 36; bonus: 0°; time: 50”)

Nome: Odvoc Gabarito

12/04/2019
Regras:
I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).t
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. Vz(Colar(z) — —Passar(z, FMC2)).2
VI. Use caneta para tuas respostas.
VII. Responda dentro das caixas indicadas.
VIII. Escreva teu nome em cada folha de rascunhesextra antes de usd-la.
IX. Entregue todas as folhas de rascunho extra, juntas com tua prova.

X. Nenhuma prova sera aceita depois do fim do tempo.

XI. Os pontos bonus sao considerados apenas para quem consiga passar sem.>

XII. Responda em ambos os GjH:

Lembram-se: [a].: a classe déequivaléncia do a através da ~; A/~: o conjunto quociente
do A sobre a ~.
Glossario.

xRz (

rRy = yRx (

tRy = yRa (

tRy & yRz = xRz (transitiva)
(
(
(

reflexiva)
irreflexiva)
simétrica)
assimétrica)
reflexiva & transitiva preordem)
reflexiva & transitiva & simétrica relagdo de equivaléncia)

reflexiva & transitiva & antissimétrica ordem (parcial))

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bonus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.
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Para qualquer m € N, seja =,, a relacao nos inteiros definida pela
Aa=nb < a=b (modm).

Escrevemos [a],, para denotar a classe de equivaléncia [a]=,,.
G1. Demonstre que para todo m € N, =,,, € uma relagao de equivaléncia.

Como descreverias numa maneira simples as relagoes =y e =;7 Justifique tua resposta.
DEMONSTRACAO.

Seja m € N.

REFLEXIVIDADE. Seja x € Z. Logo m | x — x, pois m | 0, e logo = =,, x.
TRANSITIVIDADE. Sejam z,y, z € Z tais que x =,, y e y =, 2.

Ouseja, m|z—yem|y— z.

Logo m divide a soma (z — y) 4+ (y — 2), ou seja, m | x — z, ou seja x =, 2.
SIMETRIA. Sejam x,y € 7Z tais que x =,, y.

Ou seja, m |z —y elogom | —(x —y) e logo m | y — x, e logo y =, .

DESCRICAO E JUSTIFICACAO.

=, ¢ a igualdade, e =; é a relagao “cheia” True:

r=y <= 0|lz—y <= r2—-—y=0 < z=y;
r=1y < 1l|xz—y < True.

G2. Sejam F,G fungoes definidas(?) pelas:
F:Z/= —7Z/= G:Z/=4 -7/=
F([]2) = [xla G([x]s) = [a]2.
(i) Escreva nas linhas acima tipos razoaveis e validos.

(ii) Para cada uma das F, G decida se é bem-definida. Justifique (demonstre) tua resposta.
DEMONSTRAGAO: A F' NAO E BEM-DEFINIDA;

Considere os [0]2 = [2]2.
Observe que [0]4 # [2]4 (2 ¢ [0]4).
Logo a f nao ¢ bem-definida, pois a escolha do representante afeta o valor da f.

DEMONSTRAGAO: A GG E BEM-DEFINIDA;

Tome z, 2’ inteiros tais que z =4 2.

Basta demonstrar que [z]o = [2']2, ou seja, que z =5 2.
Pela definigao da =4, temos que 4 | z — 2.

Logo 2| z — 2/, e logo z =5 2.




as) H
Seja R : Rel (X, X). Demonstre que para todo n € N,
(R"? = (R?)".

Enuncie e demonstre como lemas todas as propriedades que tu precisaras sobre a ¢ e a —°.
DEMONSTRAGAO.

Por indugao. BASE. Calculo:
(B)" = (=x)" = (=x) = (B)]

pelo Lemma 1 na (2, e pela definicao de —Y nas outras.
PASSO INDUTIVO. Seja k € N tal que (R"’)a = (Ra)k (HD) " Calculamos:

(R = (RR)” (def. R**1)
= (RkR)a (Lemma 2)
= RY (Rk)a (Lemma 3)
— R? (R?)" (HI)
— (R?)* (def. RFH)

LEMMATA.

Lemma 1. A oposta duma relacao simétrica R é a propria R.
DEMONSTRACAO.

tR% <= yRu (def. R?)
< z Ry (R simétrica)

Lemma 2. Para todot € N, R'R = RR"'.

DEMONSTRAGAO. Por inducao.

BASE: RR = RR’. Imediato pois R* = (=x) e =y ¢ uma o-identidade.
PASSO INDUTIVO. Seja w € N tal que R*R = RR* "V, Calculamos:

R"'R = (R“R)R (def. Rv+1)
= (R (1)
R(RYR) (assoc. ©)
- R(RR“’) (HI)
= RR"T. (def. R™*H)




MAIS LEMMATA.

Igualdade é uma ¢-identidade. Para qualquer relagao R : Rel (X, X),

RO(:X> =R= (:X)OR.

DEMONSTRACAO.

aRb = aRb & b=xb = a(Ro=x)b
a(Ro=x)b = (IweX)[aRw & w=xb] = ab.

Similarmente demonstramos que ela é uma identidade esquerda.

Lemma 3. A oposta da composi¢ao é a composi¢ao das opostas.

DEMONSTRACAO.
2 (RS)?y < y (RS) x (def. (RS)?)
— existew talquey Rwew Sz (def. RS)
<= existe w tal que wR%y e 25%w (def. R e S9)
<= existe w tal que 25%w e wR%
— z (S°R%) y. (def. S?R?)

S6 isso mesmo.

RASCUNHO



