FMC2, 2018.2 Prova 2.1
(Turma N12 do Thanos) (points: 100; bonus: 0°; time: 64°)

Nome: Odvoc Gabarito

16/11/2018

Regras:

I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: célulargtablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. Vz(Colar(z) — —Passar(z, FM(C2)).?
VI. Use caneta para tuas respostas.
VII. Responda dentro das caixas indicadas.
VIII. Escreva teu nome em cada*folha de rascunho extra antes de usd-la.
IX. Entregue todas as folhas de rascunho extra, juntas com tua prova.
X. Nenhuma prova sera aceita depois do fim do tempo!
3

XI. Os pontos bonus sao considerados apenas para quem consiga passar sem.

XII. Responda em até 2 dos A,B,C,D,E.*

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bénus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas com respostas em mais que trés problemas nao serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



Lembram-se:

Defini¢ao 1 (grupo; grupo abeliano). Um conjunto estruturado § = (G ; x, 7! €) é um
grupo sse:

(Va,be€ G)[axbe G] (GO)
(Va,b,c € G)[ax (bxc) = (axb)*c]| (G1)
VaeG)lexa=a=axe] (G2)
(VaeG)[a ' xa=e=axa "] (G3)

Se G satisfaz as (G0)—(G3) em cima e a
(Va,b e G)[axb="bx*a] (G4)

chamamos o G grupo abeliano.

Definicao 2. Sejam G grupo g € G, e A, B C G. Definimos

gA= {ga | a € A} AB= {ab|a€ A, be B} ...etc.

Definigao 3 (subgrupo). Seja G grupo e H C G. O H é um subgrupo de G (escrevemos
H < @G) sse H forma um grupo com a mesma operagao (restrita no H x H).

Definigao 4 (conjugagao). Seja G grupo e a,b € G. Chamamos o b conjugado de a sse
existe g € G tal que a = gbg~!. Escrevemos a ~ b.

Defini¢ao 5 (subgrupo normal). Um subgrupo N < G ¢é subgrupo normal de G sse

def

N dG <= N é fechado pelos conjugados
<= paratodone€ Negc G, gng ' €N
<= para todo g € G, gN = Ng

Definicao 6 (homomorfismo de grupo). Um homomorfismo ¢ do grupo (A ; ea,-4) para
o grupo (B ; ep,-p) € uma fungao ¢ : A — B tal que:

(i) para todo x,y € A, p(z-4y) = p(x) -5 ©(y);

(i) para todo # € A, (™) = (¢(a))

(111) <p(eA) = €B.
Definicao 7 (kernel). Sejam A e B grupos e ¢ homomorfismo de A para B. Definimos

ker o = {z € A| p(z) =ep}.

Boas provas!



28) A

Prove “from scratch” (usando apenas os (G0)—(G3)) que o inverso de inverso dum membro de
grupo ¢é o préoprio membro.
“1epnfe 93 vred (SOLIRIPOULIONUI SOPLI[NSOT) BIRUINII] TeA0Id apoJ edI(]

PROVA.

Seja a membro dum grupo (G ; *, 71, e). Quero demonstrar que

(a_l) "

DEMONSTRAGAO DIRETA (SEM LEMMATA).

Temos () lat = (pela (G3))
Logo ( o)™ 1) o= (operando (- a))
Logo ( a ') o 1) a= (pela (G2))
Logo (@) (aa) = (pela (G1))
Logo (a 1)‘16 a. (pela (G3))
Logo (@) =a (pela (G2))

Ou, numa linha s6:

a =2 ge = a(a_l(a_l)_1> = (aa_l) (a_l)_l = e(a_l)_l X (a_l)_l.

DEMONSTRAGAO INDIRETA.
FEu vou demonstrar que o inverso de a~

satisfaz a equacao
o'l J=e (V)

Realmente, a~'a = e (pela (G3)). Agora basta provar que qualquer equagao da forma

AX]=

tem resolucdo tinica, pois jé sabemos (pela (G3)) que (™')™ satisfaz a equacao (V) acima.
LEMMA (Resolugao tnica). Sejam A, B, X,Y € G tais que AX = B e AY = B. Logo
AX = AY. Logo A7'AX = A7'AY. Pela (G3) agora temos eX = €Y, e logo pela (G2)
X=Y.

1 ¢ 0 a. Primeiramente eu vou provar que o a




30) B
Seja G grupo e (Hy)aea uma familia de subgrupos de G. Prove que

ﬂHagG.

a€cA

PROVA.

Primeiramente observe que (), 4, Ho # (), pois e € H, para todo o € A (pois todos os H,
sao subgrupos), e logo e pertence a intersecgao.

Tome x,y € (),c4 Ha- Preciso mostrar que xy~l € Naca Ha pois pelo critério “single-
shot” concluimos o que queremos provar. Seja a € A. Logo = € H, e y € H, pois ambos
pertencem a todos os H,’s. Como y € H, < G, logo y~! € H,. Como H, ¢ fechado pela
operacao, xy~ ! € H, que foi o que bastava provar.

30y C

Sejam G e H grupos, ¢ : G — H homomorfismo, e B < H. Prove que ¢ ' [B] < G.

PROVA.

Como ¢ homo, ela respeita a identidade e logo ¢(e¢) = ey. Como B < H, ey € B e logo
¢(eq) € B, ou seja, eq € ¢~ [ B] e logo a preimagem é nao-vazia.

Tome z,y € ¢~ ' [B]. Basta provar que ry~! € ¢! [B]| (gracas ao critério “single-
shot”). Ou seja, basta provar que p(zy~!) € B. Calculamos:

p(xy™) = (ex)(e(y™")) (¢ homo: resp. op.)
= (px)(py) " (¢ homo: resp. inv.)

Basta provar que (pz)(¢y) "

Observe que px € B (pela escolha de z) e pela escolha de y temos py € B também,
e logo seu inverso (¢y)~' € B (pois B é fechado pelos inversos). Como B é fechado pela
operacdo também, temos (px)(¢y) " € B.




34 D
Seja GG grupo e N < (G. Prove que:
NAdG <= y===pn

Onde y= e =y sao as relagoes de congruéncia moédulo-esquerdo e médulo-direito V.
PRrROVA.

(=): Sejam z,y € G. Quero mostrar que

T N=Y < T=NY.

Suponha z y= v, ou seja ™'y € N, ou seja y 'z € N. Preciso mostrar =y v, ou seja

ry~! € N. Basta mostrar que zyy~! é conjugado de algum membro de N. Como y~ 'z € N
ey € G, temos

Y (y’lx) yleN
—_—

zy~ !

pois N é fechado pelos conjugados. A outra direcao é similar.

(<): Sejam n € N e g € G. Preciso mostrar que gng~' € N. Mas

(gn)g ' ¢ N = (gn) 'g & N (hipotese)
— n" g lg¢ N (inv. de inv.)
— nle¢ N
— n'¢N
— n¢N (N <@)

que contradiz a escolha de n, e logo gng=—! € N.




42) E

Sejam G grupo e N < (. Logo existem grupo G’ e homomorfismo ¢ : G — G’ tal que N é o
kernel de .
PROVA.

Seja G’ o grupo G//N e defina a ¢ : G — G/N pela
o(x) = Nzx.
Basta provar que: (i) ¢ ¢ um homomorfismo; (ii) ker ¢ = N.

(i) Basta verificar que ¢ respeita a operac¢ao. Sejam z,y € G. Calculamos

p(zy) = N(zy) = (Nz)(Ny) = o(2)p(y).

(ii) Temos
r €kerp <= p(r) =eq/N
<~ p(x)=N
< Nzx=N
< zreN

Ou seja, kerp = N.

Com isso concluimos que na teoria de grupos, “subgrupo normal” e “kernel” sao dois
lados da mesma moeda.




(24)

(12)

(12)

L

Defini¢ao. O conjunto estruturado £ = (L ; V,A) onde join (V) e meet (A) sdo operagoes
binarias ¢ um reticulado sse:

(Ja) aV(bVve)=(aVb) Ve aN(bAc)=(aNnb)Ac (MA)
(JC) aVb=bVa aNb=bAa (MC)
(JP) aVa=a ahNa=a (MP)
(LJ) aV(andb)=a aN(aVd)=a (LM)

Um conjunto estruturado B = (B ; V, A, L, T) (onde L, T s@o constantes) que além das leis
acima satisfaz também:

(JI) aVl9l=a aNT =a (MI)

¢ chamado reticulado limitado.

L1. Teorema. Seja L = (L ; V,A) um reticulado. Entao para todo a,b € L, temos
aVb=b < aANb=a.
PROVA.

Sejam a,b € L. Suponha que a V b =b. Calculamos:

aNb=aA (aVDb) (pela hipotese b = a V b)
=a. (pela (LM))

Para a outra direcao, suponha que a A b = a. Calculamos:

aVb=(aNb)Vb (pela hipotese a = a A b)
=bV (aAD) (pela (JC))
=bV (bAa) (pela (MC))
=b. (pela (LJ))

L2. Como definarias (formalmente, com texto completo!) a afirmagao que dois reticulados
limitados sao isémorfos?
DEFINICAO.

Sejam (L ; V,A, L, T) e (L' ; VN, L' T} reticulados limitados. Chamamos os L, L’/
isomorfos sse existe isomorfismo de L para L', ou seja, funcao bijetora ¢ : L — L’ tal que:

para todo x,y € L, @(zVy) = px V' ¢y

para todo z,y € L, ¢z Ay) = px N vy
p(L) =L
p(T)=T"

S6 isso mesmo.



