FMC1, 2023.2 Prova 3.1

(Turma M56 do Thanos) (points: 24; bonus: 0°; time: 327)

Nome: Odvoc

Gabarito

Regras: 2023-12-08

I. Nao vires esta pagina antes do comego da prova. V. (Vz)[Colar(z) = —Passar(z, FMC1)].2

II. Nenhuma consulta de qualquer forma. VI. Responda dentro das caixas indicadas.
IIT. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, VII. Nenhuma prova sera aceita depois do fim do
tablet, notebook, etc.).! tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.
IV. Nenhuma comunicagao de qualquer forma. VIII. Escolha até 1 dos C,I1.3

Suas respostas precisam ser escritas na linguagem “mid-level” quesdemos elaborado.

Podes usar os teoremas que demonstramos na primeira parte dé IDMb.

Usamos Real para denotar um tipo cujos membros chamamos de (nd@meros) reais e onde temos os

seguintes componentes primitivos:

0,1:Real  (+),(-) : Real x Real — Real = (—): Real — Real  (>) : Real x Real — Prop.

Estipulamos as proposigoes seguintes como axiomas:

(Va,b,c)[a+ (b+c) = (a+b)+e]

[
(Va)[0+a=a=a+0]
(Va)[(=a) +a=0=a+ (—a)]
(Va,b)[a+b=0b&a]
(Va,b,c)[a- (b-ep=(a-b)-c]
(Va)[a-1'= o
(Va#0)(3a")[d -azsl=a-d|
(Va,b)[a-b=b-a]
01

(Vd,a,b)[(a+b)-d=(a-d)+(b-d) & d-(a+b)=(d-a)+ (d-b)]

(Va,b,c

(Va,b
(Va, b, c
(Va, b, c

[a>b & b>c = a>c]
[eud.: a>ba=0bb>a]
[a>b = a+c>b+c]
[a>b & ¢>0 = ac > bc]|

~_ o O

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.
2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

(R-NTriv)
(R-Dist)

3Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



24 C
(16) C1. Demonstre a proposicao:

(a,), cotada <= (a,), cercada.

DEMONSTRACAO.

(=): Sejam m, M tais que m < (a,), < M. Logo
(an), € [m, M] C (m —1,M +1),

que ¢ uma bola (pelo (ball-interval)).

(<): Seja B,(c) bola tal que (a,), esta contida nela. Ou seja,

(an)n - BT(C)
=(c—r,c+r). (pelo (ball-interval))

Logo ¢ — r é uma cota inferior da (a,), e ¢+ r uma cota superior.

(8) C2. Demonstre que a vericidade da C1 depende da distancia usada.
RESPOSTA.

Considere a distancia discreta e a seqiiéncia (n),,.
A (n), nao é cotada (para qualquer M, o | M + 1]-ésimo membro dela é maior).
Mas (n), esta contida na bola B(0), pois B,(0) =R D (n),,.




(24)

I

Sejam / um intervalo de reais, (a,), uma seqiiéncia de reais convergente, e ¢ o seu limite.

Considere a proposicao:

I1. Dé um contraexemplo para cada direcao.

eventualmente (a,), CI <= (€ l.

CONTRAEXEMPLO PARA (= ).

CONTRAEXEMPLO PARA ( < ).

(1/n), = 0¢(0,1)

(1/n), — 0 € [—1,0]

I2. Adicione uma hipétese simples e interessante nos teus dados, com qual uma direcao vira
demonstravel, e demonstre.

DADO EXTRA:

(Fu,v) [I = (u,v)]

DEMONSTRAGAO DA (&) .

Sejam u, v tais que I = (u,v).

Como I é uma bola, logo seja ¢ seu centro e R seu raio: I = Bg(c).

Como ¢ € I = B.(R), logo d(c,l) < R, e logo R —d(c,?) > 0.
———

Seja r esse niimero positivo. M

Como (ay), — ¢, logo eventualmente (a,), C B, (¢).
Logo basta demonstrar B,.(¢) C Bg(c).

Seja z € B,.(¢). —
Calculamos:
d(z,c) < d(z,l)+d(l,c) (D-Tri)
<r+d,c) (pela escolha de x)
=r+(R—-r) (pela escolha de r)
=R.

Ou seja, x € Bg(c).

A outra direcdo também é demonstravel em forma similar, mas trocando o aberto por fechado no dado extra.

S6 isso mesmo.



LEMMATA

ball-interval.
Nos reais, bolas sao intervalos da forma (u,v) e vice-versa.

DEMONSTRACAO.
DE BOLA B,(c) PARA INTERVALO (u,v).
A bola B,.(c) é o intervalo (¢ —r,c+r):

B.(c)=A{z | d(xz,c) <r}
={z | lz—c<r}
={z | c—r<x<c+r}
=(c—r,c+r)

DE INTERVALO (u,v) PARA BOLA B,(c).
O intervalo (u,v) de reais é a bola com centro ¢ = (u +v)/2 e raio o r = (v — u)/2:

r € B,(c) < d(z,c) <

lz—c|<r

c—r<z<c+r

r€(c—r,c+r)

z e (3(utv)— v —u),5u+v)+3(v—u))
z € (u,v).
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