FMC1, 2022.2 Prova 1.4
(Turma N12 do Thanos) (points: 36; bonus: 0°; time: 42”)

Nome: Odvoc Gabarito

2022-10-26

Regras:

I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
ITI. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicagao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. (Vz)[Colar(x) = —Passar(x, FMC1)].2
VI. Responda dentro das caixas indicadas, escrevendo em forma clara e facilmente legivel.
VII. Nenhuma prova sera aceita depois do fimpdo tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.

VIII. Escolha até 1 dos G,H,1.2

Dados. Os inteiros (Z; 05 175, —, -, P6s) com tipos:
0,1:Int _(+),():IntxInt—1Int  (=):Int—Int  Pos:Int — Prop.
Axiomas.

(ZA-Ass), (ZA-IdR), (ZA-Com), (ZA-InvR), (ZM-Ass), (ZM-IdR), (ZM-Com),
(Z-DistR), (Z-NZD), (Z-NZero), (ZP-ACl), (ZP-MC1), (ZP-Tri), (Z-PBO).

Esclarecimento: Tuas demonstragoes/refutagoes precisam ser na linguagem mid-level que
temos elaborado nas aulas. Nao inclua os Dados/Alvo nem outros rascunhos no teu texto! Os
teoremas que demonstramos na disciplina “pré-congruéncia” sao considerados dados, e podes
usar nas suas respostas. Para cité-los, escreva apenas os seus enunciados (sem demonstrar)
no Lemmata.

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.
2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.
3Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).
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Neste problema, escreva tua definicio em portugués matematico que “compila” e que
defina mesmo a nocao correta. Tua definicao, além de correta, precisa ser capaz de deixar a
proposicao que segue demonstrdavel.

DEFINICAO DE CONGRUENCIA MODULO UM INTEIRO:

Sejam a, b, m inteiros. Dizemos que a é congruente ao b médulo m sse m | a — b.
Em simbolos:
def
a=b (modm) < m|a—b.

Teorema. Seja x inteiro. Para qualquer y inteiro,
r=y (mod0) = (Vm>0)[z=y (modm)].
DEMONSTRACAO.

Seja y inteiro tal que z =g y, ou seja 0 | x — y.

Logo x —y = 0, pois 0 é o Gnico inteiro dividido por 0, e logo x = y.
Seja m > 0. Preciso demonstrar que m | z — y.

Como todo inteiro divide o 0, logo m | 0, e logo m | x — y.

H

Sejam e, d, n inteiros tais que e, ¢(n) coprimos e d inverso de e modulo p(n).
Demonstre que para todo m com (m,n) =1,

(m)*=m (mod n).

"SBPIAJOAUD S905R[a1 SBD se0d1uyap se reoljde opewl vyua) ovN RII(]
DEMONSTRACAO:

Seja m coprimo com n.
Temos que d ¢ inverso de e médulo p(n), ou seja:

ed=1 (mod ¢(n)),
ou seja, ¢(n) | ed — 1.
Logo seja k tal que ko(n) = ed — 1, e logo ed = p(n)k +1 ().

Calculamos:

(m)* = m*

= m#E (pela (1))

= m¥™km

= (m#™)km

=, 1"m (pelo Teorema de Euler, pois (m,n) = 1)
=, 1m

=, m.
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Sejam mq, mo inteiros coprimos.
I1. O sistema de congruéncias seguinte possui resolugao:

r=0b (mod my) r=by (mod my)

I2. Ainda mais, tal resolucao é tnica modulo myms.
ENUNCIADO DE I1. (Podes escrever em portugués matematico ou usando formula mesmo.)

(Vbh bz) (31’) [l’ =m b1 & x =ma bg]

DEMONSTRACAO DE I1.

Observe que para qualquer inteiro k, o inteiro mik + b; satisfaz a primeira congruéncia.
Basta achar um k tal que mik + b, satisfaz a segunda; ou seja, tal que

mlk: + bl = bg (mod mg).

Basta achar k tal que mik = by — by (mod my).
Seja m} um inverso de m; modulo ms.
Verificarei que o inteiro m/(by — by) é um testemunha valido:

my (my(by — b1)) = (mamy) (b2 — b1)
=, 1(by — by) (pela escolha de m))

=me b2 — bl.

ENUNCIADO DE I2. (Podes escrever em portugués mateméatico ou usando féormula mesmo.)

(Vby,bo, 2,2 ) [x =y b1 & =, 00 & 2/ =, 01 & 2/ =, 00 = 2 =00,m, 7]

DEMONSTRAGAO DE I2.

Sejam by, by, x, 2 tais que

T=n b & =, b & ¥ =, 0 & 2 =, b
Logo
T =, 1 & T =, T,
ou seja,
my |z —a & mo |z — 2.

Logo mymy | x — 2’ (pois my, my coprimos), ou seja x = 2’ (mod myms).

S6 isso mesmo.



LEMMATA

congruéncia-mesmo.
Para todo m, (=,) € uma congruéncia para as operagoes (+), (=), (=), () dos inteiros.

DEMONSTRACAO.
Sejam a, a’, b, b tais que a =, @’ e b=, . Logom |a—a’ em | b—b. Logom | (a—a’)+ (b—1'),
elogom | (a+0b)—(a +V). Ouseja, a+ b=, a +b. As outras operagoes: similar.

coprime-inv.
Sejam a,m inteiros com (a,m) = 1. Logo a € invertivel (e logo canceldvel) mddulo m.

DEMONSTRACAO.
Pelo Bézout sejam u,v tais que 1 = au + mv. Logo 1 — au = mv, e logo m | 1 — au, ou seja,
au =, 1, ou seja, a é invertivel (e logo cancelavel) modulo m.

congruéncias-pow.
Para todo m, e para todo n € N, (=,,) € compativel com a operagao undria (x +— z'™).

DEMONSTRACAO.

Seja m inteiro. Por indu¢ao. A BASE é trivial.

PASSO INDUTIVO. Suponha k tal que (=,,) é compativel com a (z — zF) D Vou mostrar que
(=) é compativel com a (z +— 2#*1) também. Sejam a1, as tais que a; =, as. Calculamos:

k+1 _ k — k — k — k+1
al - al a1 =m a2a1 =m a2a2 =m CLQ .

(pelas: def. de a¥1 H.I, (=,,) compativel com (-), def. de a5*?)

Teorema de Euler.
Para quaisquer a,m coprimos, temos afm = 1.

DEMONSTRACAO.

Sejam a, m coprimos. Seja R = {rl, . ,rw(m)} um s.r.r. modulo m. Temos: (i) para quaisquer
i,j t.q. ar; =y arj, temos 1; =, 7; (cancelando o a pois é coprimo com m), e logo i = j (pois
R sxr); (i) (r,m) =1 & (a,m) =1 implica (ar,m) = 1 e logo todos os membros do aR sao
coprimos com o m. Pelas (i),(ii) segue que aR também é um s.r.r., e logo:

1
r= H ar =, a?™ r
HTE/Rv m reR m reR

Como todos os membros do R sao cancelaveis moédulo m (pois sdo coprimos com m), logo seu
produto também é. Logo 1 =,, a®?("™).

1

product-of-invertibles.
Sejam m inteiro, n € N e wy,...,u, inteiros invertiveis mddulo m. Logo []}_, i também é
wnvertivel modulo m.

DEMONSTRACAO.
Por inducdo. BASE: imediato pois []>_ix = 1 e 1 & invertivel.
G p k=1 'k
PASSO INDUTIVO. Seja w tal que [];_, i ¢ invertivel, e logo seja j o seu inverso médulo m. Vou
demonstrar que H}fill i também é invertivel. Seja j,,+1 um inverso de i,,41. Basta mostrar que

Jw+1J € um inverso de 1]5;11 1. Calculamos:

w+1 . . wo . . wo
(szl ik) Guw+17) =m (szl 1) lwt1Jw+1] (def. de szl i); assoc.)
=m (H:—1 iK)J (pela escolha do jy4+1)
=n 1 (pela escolha do j)




