FMC1, 2019.2 Prova 1.1
(Turma N12 do Thanos) (points: 100; bonus: 0°; time: 90°)

Nome:

06/09,/2019

Regras:

I. Nao vires esta pagina antes do comeco da prova.
II. Nenhuma consulta de qualquer forma.
II1. Nenhum aparelho ligado (por exemplo: celular, tablet, notebook, etc.).!
IV. Nenhuma comunicacao de qualquer forma e para qualquer motivo.
V. (Vz)[Colar(z) = —Passar(x, FMC1)].2
VI. Use caneta para tuas respostas.
VII. Responda dentro das caixas indicadas.
VIII. Escreva teu nome em cada folha de rascunho extra antes de usd-la.
IX. Entregue todas as folhas de rascunho extra, juntas com tua prova.
X. Nenhuma prova seré aceita depois do fim do tempo—mesmo se for atraso de 1 segundo.

XI. Os pontos bonus sao considerados apenas para quem consiga passar sem.>

XII. Escolhe até 2 dos A,B,C,D.E,F.*
Lembram-se:

(al) n+0=n (m1) n-0=0
(a2) n+Sm=S(n+m) (m2) n-Sm=n+(n-m)

Boas provas!

1Ou seja, desligue antes da prova.

2Se essa regra nao faz sentido, melhor desistir desde ja.

3Por exemplo, 25 pontos bonus podem aumentar uma nota de 5,2 para 7,7 ou de 9,2 para 10,0, mas de 4,9
nem para 7,4 nem para 5,0. A 4,9 ficaria 4,9 mesmo.

4Provas violando essa regra (com respostas em mais problemas) nio serdo corrigidas (tirardo 0 pontos).



24) A

(4) Al. Escreva uma definicao completa e formal da relagao de «divide».
DEFINIGAO:

(20) A2. Usando apenas a definicao de «divide» demonstre ou refute a proposigao seguinte:
para todo a,b,c € Z, sea | b eb|c entio a | c+ ab.

DEMONSTRAGAO/REFUTAGAO.




36) B

(4) B1l. Defina formalmente a exponenciagao nos Nats.
DEFINIGAO.

(32) B2. Dado a associatividade e comutatividade das + e - demonstre que
para quaisquer a,z,y € N, temos a™ = (a”)".

Se citar lemmata, deves enuncia-los e demonstré-los no espago indicado.
DEMONSTRACAO.




LEMMATA.




(36)

(24)

C

Nos naturais definimos as fungoes seguintes recursivamente:

Fy=0 Ly=2
Fi=1 Ly=1
(1) Fn:anl"i_anQ (2) Ln:Lnfl_FLan

C1. O que fica implicito nos “...1...7 e “...2...77

C2. Para qualquer n natural, defina formalmente o somatério t, +ts+- - - +1t, dos n primeiros

termos duma seqiiéncia de termos ty, o, t3,. ...
DEFINICAO.

C3. Ja demonstramos (e podes usar) que
paratodon > 1, L, = F,,_1 + F,.1.
Agora demonstre que para todo n € N,
Ly+2Ly+4Ls+---+2" 'L, =2"F, ; — 1.

DEMONSTRACAO.




(36)

(12)

(12)

D

Definimos a funcao binaria A : N> — N recursivamente assim:

A(0,z) =2z +1 (ackl)
An+1,0) = A(n, 1) (ack2)
An+1l,z+1) = A(n, A(n+ 1,x)) (ack3)

Usamos também a notacio A,(z) = A(n,z). A notacdo ajuda quando queremos fixar um
primeiro argumento u € N na A, escrevendo assim A, para a fungao unéria definida pela

Ay(x) = A(u, x).

Descobrimos que seguindo fielmente a definicao da A nao é uma idéia eficiente para calcular
seus valores. Fixando o primeiro argumento temos as «férmulas fechadas» que facilitam
calcular valores das primeiras sec¢oes da A:

(f1) (Vo) [Ai(z) =z + 2] (V2) [Asp(z) =20 +3]  (£2)

D1. Demonstre a (f1).
DEMONSTRACAO.

D2. Demonstre a (2).
DEMONSTRACAO.




DEMONSTRAGAO (CONT.).

(12) D3. Adivinhe uma férmula fechada para o Az, e demonstre sua corretude.
- orIped,, WIN ILIQOSOp 998 €}/ BP SoI0[eA SOIIOWILIA SO O[NO[R) ‘B[NULIOF © IRYUIAID® RIR] ‘BII(

PALPITE: As(x) =
DEMONSTRACAO.




36) E

Ainda sobre a fungao A do D (cujos resultados podes usar aqui).

(36) Demonstre que para todo n e todo x, A,(x) > 1.
DEMONSTRACAO.




64) F

Ainda sobre a fungao A dos D-E (cujos resultados podes usar aqusi).
Definicao. Uma fungao f : N — N é estritamente crescente sse
para quaisquer x,y, x <y — f(z) < f(y).
Lemma. Seja f : N — N tal que para todo ¢, f(t) < f(t+1). Logo f é estritamente crescente.

(64) Dado o Lemma, demonstre o
Teorema. Para todo n, A, é estritamente crescente.
DEMONSTRACAO.




DEMONSTRAGAO (CONT.).

S6 isso mesmo.
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