FMC2, 2016.1
(Turma do Thanos)

Prova 2
(11.2 pts, max: 10.0)

Nome:

Boas provas!



Axiomas da teoria de conjuntos

Extensionality.
VaVy (z =y > Yw(w € z > w € y))
Emptyset.
Javy(y ¢ x)
Pairset.

VaVyIpVw (w € p > (w =2V w =y))

Separation (scheme). Para qualquer formula ¢(z) o seguinte é um axioma:

VrdsVw (w € s < (w € x A p(w)))

Powerset.
VzIpvw (w € p <+ w C x)
Unionset.
VeduVw (w € u <> 3s(s €z Aw € s))
Infinity.

Jw (@ € wAVr(x € w— zU{x} € w))

Sistema de naturais Peano

(ZF1)

(ZF2)

(ZF3)

(ZF4)

(ZF5)

(ZF6)

(ZF7)

O conjunto estruturado (N;0,.5) é um sistema de naturais se ele satisfaz os seguintes axiomas:

(P1) N é um conjunto tal que 0 € N.

(P2) S : N— N.

(P3) S : N—N: Sn=Sm = n=m.

(P4) (Vn € N)[Sn # 0].

(P5) Paratodo X CN, (0 € XA (VYneN)ne X —» Sne X]) = X=N

A-calculus & combinators

Church numerals Combinators
0= Af A z.x | > T
l= A z.fzo Kzy S
2:=AAe.f (f x) Sfgx > fx(gx)
: Bfgz > f(ga)
n=AMe.f(f(f---(fx)---)) Wifx o faxx
TG Cfzy v fyx=

succ = \nAfAx.f (n f x)



(1.2)

(1.2)

(1.2)

(1.3)

A (4.9 pts)
AO0. Sejam a, b, e ¢ conjuntos. Mostre pelos axiomas! que os seguintes também sao:

(i) aU{a}

(ii) a A b= {z | x pertence em exatamente um dos a e b}
(iii) {a,b,c}

Al. Sejam a e b conjuntos. Mostre pelos axiomas que:

(i) a classe {{z,{y}} | * € a Ay € b} é conjunto;

(i) a classe {{z,y} | x e y sdo conjuntos com x # y} nao é conjunto. (D1ca: absurdo)

A2. Considere o axioma

Someset axiom: Existe um conjunto.
dz(x = x) (ZF2%)
Prove que podemos substituir o axioma Emptyset (ZF2) pelo axioma Someset (ZF2*) “sem
perder nada”. Em outras palavras, prove que nesse sistema axiomatico
ZF14+ZF2*+7F3+7ZF44+7ZF5+7F6
existe o (), indicando quais axiomas foram usados (e onde)). (DICA: é simples construir o ()

A3. Sejan € Nesejam n conjuntos x1, T, . .., T,. Prove (pelos axiomas) que existe conjunto
x tal que x = {xy,...,x,}. (D1cA: indugao)

B (2.5 pts)
Para qualquer sistema de naturais (N;0,.5), definimos a operagao de adicao,
n+0=n (al)
n+Sm=S(n+m) (a2)

e a relacao de ordem:
n<m <= (Fk)[n+ k =m)].

Sejam dois sistemas de naturais (Ny;0q,51) e (Ny;09,55), suas operacoes de adi¢ao +1 e -,
e suas relagoes de ordem <; e <,. Seja m : Ny —» Ny 0 isomorfismo definido pelo

7T(01) == 02
7(Sin) = Sa(n(n)).

Sabemos que 7 respeita a operacao +, ou seja: w(n 41 m) = w(n) +2 w(m).
Mostre que 7 respeita a ordem também, ou seja:

n<im < 7w(n) <y w(m).

(DicaA: prove as duas diregoes da “<=" separadamente.)

lindicando quais axiomas sao usando e onde



(1.0)

(0.8)

(1.0)

C (3.8 pts)
CO0. Define as fungoes com equagoes (recursivas):

drunk : [N] — [N]

countdown : N — |N]
pega : N — [N] — [N]
Exemplos de uso:
drunk [2,3,5] =[2,2,3,3,5,5] countdown 3 = [3,2,1,0] pega 3 [2,3,5,7,11] = [2,3, 5]
drunk [1,9,8,3] =[1,1,9,9,8,8,3,3] countdown 1 = [1,0] pega 8 [0,1,2,4] =10,1,2,4]

C1. Calcule os “resultados” dos A-terms:

(i) (A\z.zy)(Az.2)
(i) (Azy.yzw)(Az.u)(Az.2)

C2. Mostre que:
(i) o combinator S K (W (I B)) comporta como o .

(ii) o combinator C (W K) K W comporta como o I.

C3. Suponha que ja temos definido um A-term minus, que comporta corretamente, no sentido
que:

n—m, sen=>m

minus n m ~~
0, se n < m.

Explique o comportamento do termo seguinte, quando for aplicado para um numeral de Church
k (qual é a fungao f : N — N que o termo calcula?):

f = (An. n (minus 1) 0)

(DicaA: cuidado com Curry)

Sé isso mesmo.



