FMC2, 2016.1
(Turma do Thanos)

Prova 1

Nome:

Matricula:

Boas provas!



A

AO0. (i) Escrevendo as arvores sintédticas, mostre que as seguintes expressoes sao férmulas
bem formadas da F, ou da F;:!

o (p3V (P — pa)) o Va((R(z) AQ(x)) = Qf(f(x))))

e (BlpAg) < (g—=71) o JaVy(R(z,y) — ~3Q(x,y, f(2)))

(ii) Fazendo as proprias substituigdes (passo a passo), transforme as férmulas seguintes
para equivalentes, onde as negacgoes aparecem apenas em frente de féormulas atomicas:

* ~(pA—q) e —Vr(R(r)V IyP(y,))

e =((-p) = (7q)) o —JaVy((—R(z)) Va =y)

A1l. Seja T o conectivo légico definido pela a tabela de valores:
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(i) Escreva a tabela de valores da férmula

A=(p1Tq = ((-r)Ag)).

(ii) Ache uma formula B, equivalente de A, tal que os tinicos conectivos que aparecem em
B s@o os {—,V,A}. (Sabemos que isso é possivel por que o conjunto {—,V, A} é completo.)
(iii) Mostre que {1} é completo.
(Dica: Como {—,—}, {—,V}, e {=, A} sdo completos, se achar uma férmula equivalente de
—A, faltaria apenas achar mais uma equivalente ou de (A — B), oude (AV B), oude (AAB)).

A2. Sejam as formulas:

A = 3avy(P(z, f(y)))

B = YuYv3w(P(u, w) A P(w,v)).
Defina trés “mundos” (ou “estruturas”) tais que:?
e My, onde A é valida e B invalida,

e Mp, onde B é valida e A invalida,

e Mc, onde A e B sao validas.

I Assuma que todos os simbolos de predicados e de funcdes estdo seguidos para o certo niimero de argu-
mentos.

2Para especificar um mundo, precisa definir qual serd o universo dele, e as interpretacoes dos simbolos de
fungoes e de predicados que aparecem nas férmulas.



B

B0. A operacao A, chamada “diferenca simétrica” de dois conjuntos, é definida pelo:

XAY =(XUY)\(XNY)
= (X\Y)u(Y'\X)

= {w | w pertence em exatamente um dos X e Y'}

(as 3 definigdes sao equivalentes).
Sejam os conjuntos

A={0,1,2}; F,={ieN|i<n};
B={1,2,3}; G, =N\ F,.
C={1};

Calcule os conjuntos (se definidos):

(AUB)\C = UUP®) =
AAB= UNP©®) =
AND = ({F.|neN}=

(AAB)x A= N{G. | neN} =

B1l. Seja N ={S CN|S finito, S # 0}, e seja u : N — N a fungao:
w(S) = max.S — min S.
(i) Ela é injetora? (Prove tua resposta.)

(ii) Ela é sobrejetora? (Prove tua resposta.)

)
)
(iii) Sem usar a funcao p, descreve o conjunto p~'[{0}].
(iv) Explique porque precisamos a restri¢ao de S # ().

)

(v) Explique porque precisamos a restrigao de S ser finito.

B2. Sejam A, X, Y conjuntos. Prove que (A X (X WY)) =. (Ax X)w(AxY)).

Lembre-se: a operagao W é a “uniao disjunta” de dois conjuntos, definida pelo:

AWB ={(0,a) | a€ AYU{(1,b) | b€ BY}.



C

CO0. Defina recursivamente as seguintes fungoes:

(i) double : N — N, que dobra a entrada dela (sem usar nem adigao, nem multiplicacao);

(i) happy : Fo — Fo, que “apaga’ todas as negagdes que aparecem numa férmula,;

(iii) mirror :
todos os A — B viram B — A.

Exemplos:
double(7) = 14;
happy((—=(p A =q)) = (p A );
happy((=p — (¢ vV —r))) = (p = (¢ V1));

marror((p — (¢ = 1)) = ((r = q) = p)
mirror((p — (g Vv —r))) = ((gV —r) = p)

C1. Umas definicoes de funcoes recursivas sao:

r+0=uz (al) x-0=0
vyt =(r+y)” (a2) vyt =(r-y)+a

Dado os lemas:

a+(b+c)=(a+b)+c
a+b=b+a

prove pelo inducao as sequintes propriedades, justificando cada passo:
(i) a-(z+y)=(a-2)+(a-y);
(i) a-(b-c)=(a-b)-c.

C2. Seja p uma variavel proposicional, e sejam as fungoes recursivas:

f: N—=>F g : N—= 5
f(0)=p (F1) 9(0) =p
f(n™) = (f(n) = p) (F2) g(n™) = (p — g(n))

(i) Calcule os valores f(2) e g(2).
(ii) Prove que para todo n > 1, a formula g(n) € tautologia.

(iii) Verifique se para todo n > 1, a férmula f(n) € tautologia.

Fo — Fo, que “espelha” todas as implicagoes que aparecem numa férmula:

S6 isso. Nada mais.



